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马氏和半马氏反应系统中的噪声效果分析*
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摘 要：基因调控网、信号转导网、代谢控制网和蛋白质相互网等生物分子网络是计算系统生物学的主要研究

对象 . 从随机过程的观点，这些网络可以划分为马氏反应网和非马氏反应网，依赖于分子机制的实验测定 . 另一

方面，由于生化反应事件是随机发生的，这必然会导致反应物种水平的涨落（即生化反应系统是固有噪声的） . 

这种分子噪声可能在自然选择、细胞命运决定、细胞内部过程等起着重要作用 . 一个未完全解决的问题是分子噪

声的生物学功能是什么 . 本文分别分析地导出一般的马氏生化网络和一般的半马氏生化网络中分子噪声对各个反

应物种水平影响的计算公式，并对一般的朗之万方程，建立了小噪声影响系统平衡态和特征值的两个实用定理 . 

此外，以广义生灭过程作为一个例子，分析地显示出分子记忆的效果等同于反馈的引入 . 本文的分析结果既有宽

广的应用前景，也为基于实验数据的统计推断奠定了基础 .
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Analysis of noise effects in Markov and semi-Markov reaction systems
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Abstract： Biomoleuclar networks such as gene regulatory networks， signal transduction networks， 

metabolic control networks， and protein-protein interaction networks， are main research subjects of 

computational systems biology. From the viewpoint of stochastic process， these networks can be 

categorized into Markov and non-Markov reaction networks， depending on experimental 

measurements of molecular mechanisms. On the other hand， biochemical reaction events happen 

stochastically， so this necessarily leads to fluctuations in reactive species levels （i. e.，biochemical 

reaction is inherently noisy）. This molecular noise would play an important role in natural selection， 

cell fate determination， etc. An unsolved issue is what the biological function of molecular noise is. 

This article analytically derives calculation formulae for the influences of molecular noise on reactive 

species levels in general Markov and non-Markov reaction networks， and establishes two practical 

theorems for the influences of small noise on equilibrium states and characteristic values in a generic 

Langevin equation. In addition， it analytically shows that the effect of molecular memory is equivalent 

to the introduction of feedback by taking a generalized birth-death process as an example. The 

analytical results of this paper not only broad applications but also lay a foundation for statistical 
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inferences based on experimental data.

Key words： Markov reaction network； semi-Markov reaction； molecular noise； chemical master 

equation

人体是由组织、细胞、分子等多层次上的许多要素（或成分）组成的复杂生物系统 . 这种系统能够看成

互作网络，其中，节点代表组成系统的成分，边代表成分之间的相互作用 . 在分子水平上，最为常见的生

物分子（通常是指生物大分子，如蛋白质、核酸、多糖等，而不是指生物小分子，如氨基酸、核苷酸和单糖等）

互作网络主要包括基因调控网络、蛋白质互作网络、代谢控制网、信号转导网络（周天寿，2009），这些网

络并不是孤立的，而是又可以形成更为复杂的生物分子网络 . 计算系统生物学就是要研究各种类型的生物

分子网络，构建能够充分反映生物真实性的理论模型，并由此解析表型和分子之间的多层次关联网络，

阐释生物分子网络的运行规律（包括揭示人类疾病的致病机理）等 . 目前面临的挑战是：如何建立分子系统

生物学意义下的数学模型？又如何通过模型分析，解释甚至揭示纷繁复杂的生命现象？

从化学的观点，生物分子网络本质上是生化反应网络 . 由于反应物种之间的互作实际是随机碰撞，因

此反应物种的分子数目或浓度既是动态的也是随机的 . 这样，作为一系列反应（多步过程）的结果，实验测

得的系统输出或产物（如mRNA、蛋白质等的表达水平）是动态的、随机的 . 以组织细化的（tissue-specific）基

因表达为例，假如让ON代表基因的活性状态，OFF代表基因的非活性状态，则基于中心法则的相应生化

网络为：OFF ¾®¾¾
α ON，ON ¾®¾¾

β OFF，ON ¾®¾¾
μ ON + X，X ¾®¾¾

ρ X + Y，X ¾®¾¾
δ ∅，其中X（代表mRNA）和

Y（代表蛋白质）称为反应物种，α，β，μ，ρ和 δ叫做反应比率（单位时间内转移分子的数目或浓度）. 这些

反应的生物解释是：前两个反应描述基因状态之间的切换，后 3个反应分别描述转录、翻译和降解过程 . 

假如系统输出是蛋白质，那么实验上测得的蛋白质数目或浓度并不是确定性定的、而是随机的 . 此外，可

能受限于实验条件或实验技术，基于实验事实构建的反应可能不能反映生物过程的真实性，例如，反应

OFF ¾®¾¾
α ON描述基因从关闭状态（OFF）到打开状态（ON）的转化实际上是一个简化描述，因为基因激活过

程一般是多步的（Pedrza et al.，2008）. 总之，（i）生物分子系统是生化反应网络，常见的生物分子网络仅是

自然系统的一种形象表示，可能并没有反映系统的真实性；（ii）实验测得的量一般是多步反应的结果，其

中的中间分子过程可能还不能或没有被实验测定 . 未完全解决的问题是如何针对生物分子系统的复杂性建

立生化反应网络的数学模型？

从随机过程的观点，生化反应网络中所有的反应物种都是随机变量（取非负整数值或非负实数），它

们一起组成多维随机变量 . 而且，由于每个随机变量是依赖时间的，因此它们构成多维随机过程 . 在原理

上，这些随机变量在每个时间点服从某个联合概率分布 . 以上面的单基因表达系统为例，反应物种X和Y
均为随机变量，假设它们在 t时刻的取值分别为非负整数m和 n，那么系统的状态集为{ |(m，n)  0 ≤ m ≤
M，0 ≤ n ≤ N}，其中M和N分别为X和Y的最大可能的取值 . 若记在 t时刻的系统状态 (m，n)的联合概率分

布为P (m，n；t)， 则关注的问题是：如何通过分析P (m，n；t)的各阶矩（如原点矩、二项矩等），揭示分子噪

声对基因表达水平影响的本质机制？

从物理学的观点，反应物种这种多维随机变量在不同时间点的取值能够看成是在多维网格上的连续

时间随机行走（CTRW）（Gillespie，1978； Masuda et al.，2017）. 尽管这种随机行走的规则是由反应网络中的

各反应决定的，但由于除了反应物种的取值是随机外且由于这些反应的发生也是随机的，因此网格上的

CTRW可能有不同的行走方式 . 一般地，CTRW可以分成两类：主动CTRW和被动CTRW，依赖于随机行

走者是否是主动更新它的旅行还是被动地遵循原有的运动（Masuda et al.，2017）. 主动CTRW的突出特点是

状态内部等待时间需更新，而被动CTRW的特点是状态内部等待时间不更新，等待时间依赖于最新的激

活时间，如排队论模型（Jia et al.，2011）. 一般地，主动CTRW由一个给定的概率分布产生内部事件等待时

间，适合于过程分析，而被动CTRW利用真实数据中获得的内部等待时间，更适合于实验数据的分析 . 本
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文仅考虑主动CTRW.

本文针对给定的反应网络以及给定的反应等待时间，首先分别建立起一般的马氏反应网络和非马氏

反应网络的数学模型，然后通过模型分析，导出噪声影响系统行为（如，噪声影响平衡态、噪声影响特征值

等）的分析结果 . 这些分析结果既可以帮助噪声诱导的各种可能现象，也为理解分子噪声在复杂生物分子

过程中的作用奠定理论基础 .

1 生化反应网络的数学模型

先考虑马氏情形 . 马氏生化反应网络的一般格式为：

ri1X1 + ⋯ + riN XN¾®¾¾
ki
si1X1 + ⋯ + siN XN， （1）

其中 ki是反应速率常数，i = 1，⋯，M（M代表反应数目），Xj代表反应物种，是随机变量，可取非负整数

（或非负实数）值 xj，j = 1，⋯，N（N是反应物种数目），rij和 sij是化学计量且是已知的非负整数 . 为方便，记

x = ( x1，⋯，xN ) T
（代表系统的微观状态， T代表转置），r i = ( ri1，⋯，riN ) T

和 s i = ( si1，⋯，siN ) T
都是化学计量向

量，ν i ≡ s i - r i（第 i个反应的跳跃向量，其第 j个分量为：νij = sij - rij）.

让P (x；t)代表在 t时刻系统处于状态 x的概率 . 为了建立P (x；t)关于时间演化的微分方程，需要用

到反应倾向函数，其定义如下：若第 i个反应的反应倾向函数记为 ai(x)，则 ai(x) = kihi(x)（代表状态转

移），其中 hi(x) = xri11 xri22 ⋯xriNN . 假设 ki是常数，那么相应的反应事件是马氏的或是无记忆的，即系统的状态

仅与当前状态有关，而与历史无关 . 注意到：在 t + Δt时刻系统状态的概率 P (x；t + Δt)由两部分构成：

一部分是在 t时刻系统处于状态 x，在 Δt期间系统仍然处于状态 x的概率，这可表示为 P (x；t) é
ë
êêêê1 -

∑
i = 1

M

ai(x)Δtù
û
úúúú；另一部分是在 t时刻系统处于（其它）状态 x - ν i的概率乘以系统在Δt期间从状态 x - ν i转移到

状态 x的概率，这可表示为∑
i = 1

M

ai(x - ν i ) P (x - ν i；t)Δt. 根据概率的加法原理并让Δt趋于零，则可获得反

应网络（1）的化学主方程（van Kampen，2007）

∂P ( )x；t
∂t = ∑

i = 1

M

[ ]ai( )x - ν i P ( )x - ν i；t - ai( )x P ( )x；t . （2）

求解这一方程通常是困难的，但在某些特殊情形，可以找到分析解（Shahrezaei et al.，2008）. 特别是，在 x

是离散情形（即在 x代表分子数目时），可用二项矩方法求得方程（2）的近似解（Zhang et al.，2016）.

一般地，跳跃向量ν i的模相对于状态向量 x的模很小，因此方程（2）的右边可以进行泰勒展开 . 假如展

开到二阶项，则获得福克-普朗克（Fokker-Planck）方程

∂P ( )x；t
∂t ≈ ∑

i = 1

M é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú-∑

j = 1

N

νij
∂

∂xj + ∑
k，l = 1

N νikνil2
∂2

∂xk∂xl  [ai(x)P (x；t) ]. （3a）

注意到福克-普朗克方程等价于朗之万（Langevin）方程（简单来说，“时间平均”等价于“空间平均”）. 因此，

相应于方程（3a）的朗之万方程

dx
dt = ∑

i = 1

M

νiai( )x + ξ (x；t)， （3b）

其中 ξ (x；t) = ( ξ1(x；t)，⋯，ξN(x；t) ) T
是多重高斯白色噪声，期望或平均为 ξi( )x；t = 0，关联为

ξi( )x；t ξj( )x；s = σij(x) δ ( t - s)，σij(x) = ∑k = 1
L νkiνkjak( )x ，δ ( t)是普通的 δ -函数 . 假如不考虑噪声，则方

程（3b）变成下列常微分方程（ODE）或确定性方程

dx
dt = F (x) ≡ ∑

i = 1

M

ν iai( )x ， （3c）
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其中ai(x) = ki xνi11 ⋯xνiNN 为连续情形时的反应倾向函数，ν i = ( si1 - ri1，⋯，siN - riN ) T
为第 i个反应的跳跃向量 .

从上面的数学模型导出过程可看出：假如化学主方程被认为是描述生物分子网络最精确的数学模型，

那么福克-普朗克方程及或与其等价的朗之万方程是次精确的数学模型，而最常见但最不精确的数学模型

是确定性方程或ODE. 注意到：这 4类方程都能够基于给定的生化反应网络直接写出 . 此外，确定性方程

（3c）已经有不少理论和方法，例如，平衡态线性稳定性分析方法、李雅普诺夫稳定性定理、霍布分叉定

理、极限环的非存在性判别法、极限环的稳定性指标等 . 我们指出：确定性系统的定量与定性结果为理解

生物分子系统的随机行为提供了导引 .

然后，考虑一般（马氏或非马氏）的生化反应网络 . 注意到：假如所有的反应比率 ki均为常数，则从随

机过程的观点，反应网络（1）等价于下列形式：

ri1X1 + ⋯ + riN XN¾ ®¾¾¾¾
ψi( )t；x

si1X1 + ⋯ + siN XN
， （4）

其中 1 ≤ i ≤ M，ψi( t；x) = ai(x) e-ai( )x t是指数等待时间分布 . 然而，正如在引言部分所指出的：实验测得的

量一般是多步过程的结果，蕴含着等待时间分布并不一定指数分布，而可以是非指数分布 . 因此，反应网

络（4）自然地扩充到下列形式（Aquino et al.，2017）：

ri1X1 + ⋯ + riN XN¾ ®¾¾¾¾
ψi( )t；x

si1X1 + ⋯ + siN XN
， （5）

其中 1 ≤ i ≤ M（反应数目），ψi( t；x)是第 i个反应的一般等待时间分布 . 函数ψi( t；x)的常见形式是伽马分

布，即 ψi( t；x) = [ ]ai( )x ℓ i

Γ ( )ℓ i

tℓ i - 1e-ai( )x t，其中 Γ ( )⋅ 是普通的伽马函数 . 假如 ℓ i是正整数（代表多步过程的步

数，也叫做记忆指标），则称为尔朗（Erlang）分布 . 显然，假如 ℓ i = 1，则ψi( t；x) = ai(x) e-ai( )x t是指数分布 . 

假如所有的记忆指标均为1，则反应系统退化到马氏情形 .

现在，建立反应网络（5）的数学模型 . 直接建立此反应网络概率密度函数P (x；t)的时间演化是困难

的，但应用随机过程更新理论（Feller，2008），可以建立P (x；t)在拉普拉斯意义下的微分方程 . 其中最为

关键的一步是对每个反应引入记忆函数 M ( t；x)，其拉普拉斯变换（记为 M͂i( s；x)）为 M͂i( s；x) =
sϕ͂i( )s；x

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1 - ∑

j = 1

M

ϕ͂j( )s；x ，其中 ϕ͂i( s；x)是函数ϕi( t；x)的拉普拉斯变换，而函数ϕi( t；x)为ϕi( t；x) =

ψi( t；x)∏
j ≠ i

é
ë
êêêê ù

û
úúúú1 - ∫0

t

ψj( )s；x ds 是第 i个反应发生的概率 . 根据 M͂i( s；x)的定义，可以发现一个有趣的事实，

即极限 lim
s → 0 M͂i( s；x)总是存在，且有下列表达式：

Ki(x) ≡ lim
s → 0 M͂i( s；x) = ∫0

+∞
ψi( )t；x ∏

j ≠ i ∫ t+∞
ψj( )s；x ds dt

∫0

+∞∏j = 1
M ∫

t

+∞
ψj( )s；x ds dt

. （6）

不依赖时间 t的函数Ki(x)将称为第 i个反应的有效转移率 . 更为有趣的是：假如ψi( t；x)是指数等待时

间分布，如ψi( t；x) = ai(x) e-ai( )x t，那么Ki(x) = ai(x)，这表明：有效转移率是反应倾向函数的推广 . 最值

定理（Jaeger et al.，1969）告诉我们：对于任意函数 f ( t)，假如极限 lim
t → ∞ f ( t)存在，则两个极限相等，即

lim
t → ∞ f ( t) = lim

s → 0 sf
͂ ( s). 而时间 t → ∞意味着系统将处于平衡态，这是生物学家（特别是实验生物学家）最为关

注的情形 . 值得指出的是：利用有效转移率，可以建立反应网络（5）的静态广义主方程（Zhang et al.，2019）.

利用每个反应的有效转移率Ki(x)，可以构建与原反应网络拓扑等价的新反应网络

ri1X1 + ⋯ + riN XN¾®¾¾
Ki( )x

si1X1 + ⋯ + siN XN ，
其中函数Ki(x)已经植入了原来半马氏反应网络的记忆效果 . 对于这种构建的反应网络，根据上面的马氏

反应网络的建模方法，容易写出相应的化学主方程、福克-普朗克方程、朗之万方程、确定性方程 . 至此，
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已经把一个非马氏问题转化成一个马氏问题，这给理论分析带来了极大方便 .

由于有效转移率是反应倾向函数的推广，这里对一般（马氏或非马氏）的反应网络列出 4类常用的数学

模型 .

化学主方程：

∂P ( )x；t
∂t = ∑

i = 1

M

[ ]Ki( )x - ν i P ( )x - ν i；t - Ki( )x P ( )x；t ， （7a）

其中ν i = ( si1 - ri1，⋯，siN - riN ) T
.

福克-普朗克方程：

∂P ( )x；t
∂t = ∑

i = 1

M é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú-∑

j = 1

N

νij
∂

∂xj + ∑
k，l = 1

N νikνil2
∂2

∂xk∂xl  [Ki(x)P (x；t) ]， （7b）

其中 νik = sik - rik.
朗之万方程：

dx
dt = ∑

i = 1

M

( s i - r i ) Ki( )x + ξ ( t)， （7c）

其中 ξ (x；t) = ( ξ1(x；t)，⋯，ξN(x；t) ) T
是多重高斯白色噪声，即满足 ξi( )x；t = 0（其中符号 X 代表随

机变量X的平均或期望）和关联

ξi( )x；t ξj( )x；t′ = σij(x) δ ( t - t′)，    σij(x) = ∑
k = 1

M

νkiνkjKk( )x ，    s i = ( si1，⋯，siN ) T
，    r i = ( ri1，⋯，riN ) T

.

确定性方程（即ODE）：

dx
dt = ∑

i = 1

M

( s i - r i ) Ki( )x . （7d）

值得指出的是：（I）这些方程通过有效转移率函数Ki(n)已经植入了分子记忆的效果；（II）所有这些方

程都能够基于反应网络（5）直接写出 .

2 噪声效果分析

由于生化反应网络中各个反应物种的分子数目一般都比较少（例如，mRNA分子数目只有几十个、蛋白

质的分子数目也只有几百个等），这不可避免地导致反应物种水平的随机波动或涨落 . 又由于方程（7b）与

方程（7c）等价，因此以下我们集中于方程（7c）. 值得指出的是：方程（7c）的噪声一般是乘性的，这给理论

分析带来了困难 . 为了克服这种困难，协方差矩阵 (σij(x) )中的元素σij(x)可以近似为σij(x s )，其中 x s代表

确定性系统的平衡态，这种近似可以给理论分析带来方便 . 为方便起见，以下仅考虑下列形式的朗之万

方程：

dx
dt = F (x) + ξ ( t)，x ∈ Rn， （8）

其中 ξ ( t) = ( ξ1( t)，⋯，ξN( t) ) T
是多维高斯白噪声，满足关系： ξi( )t ξj( )t′ = dij δ ( t - t′)， ξi( )t = 0，dij都

是常数 . 由dij构成的矩阵D = (dij)叫做噪声矩阵 .

首先，给出下列线性噪声逼近定理：

定理 1（线性噪声逼近）    对于朗之万方程（8），让 y = x - x ≈ x - x s代表系统平衡态的偏离 . 若令

cij = ( yi yj ) = ( ( )xi - xi ( )xi - xj )，那么在平衡态处，有矩阵方程：

AC + CAT + D = 0， （9）

其中A = (aij) ≡ ( |∂Fi ∂xj
x = xs )是系统在平衡态处的雅可比矩阵且是已知的，噪声矩阵D是已知的，矩阵C =
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(cij)是未知的 .

我们指出：矩阵C的对角元素 cii即为反应物种Xi的方差 . 这一定理的证明并不困难，参考附录A.

关于噪声的效果，有下列两个实用的定理：

定理 2（噪声对平衡态的影响）    假定D = 2εI，其中 I是单位矩阵 . 假如噪声强度 ε相对于系统变量的

值很小，则有一阶近似的确定性方程：

d x
dt ≈ F ( x ) + εB ( x )， （10）

其中 B (x) = (B( )1 (x)，⋯，B( )n (x) ) T
是向量，其成分为 B( )i (x) = ∑

k = 1

n

b( )i
kk ( )x ， b( )i

kk (x) = ∂2Fi( )x ∂x2
k，  i = 1，⋯，n.

平衡态 x s由代数方程F (x) + εB (x) = 0决定 .

显然，由F (x) + εB (x) = 0决定的平衡态与由F (x) = 0决定的平衡态一般是不同的（除非B (x) ≡ 0）. 

这一定理告诉我们：噪声是如何影响确定性系统平衡态的 . 这一定理的证明并不困难 . 事实上，设F (x) =
(F1(x)，⋯，Fn(x) ) T

并假设每个数量函数F1(x)充分光滑，则有近似展开：

Fi(x) ≈ Fi( x ) + |∇Fi(x) x = x
⋅ (x - x ) + 1

2 (x - x ) T |[∇ ⋅ ∇Fi(x) ]
x = x

(x - x )，

其中 |[∇ ⋅ ∇Fi(x) ]
x = x

是一个矩阵，即若设C( )i =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷
b( )i11 ⋯ b( )i1n
⋮ ⋱ ⋮
b( )i
n1 ⋯ b( )i

nn

，则 b( )i
kk = |

|

|
||
|∂2Fi( )x

∂x2
k x = x

. 注意到每个 b( )i
kl 都是

平均 x 的函数，但与噪声无关，因此是确定性的 . 用 x = x + ξ代入Fi(x)的展开式并在两边取平均得：

Fi( )x ≈ Fi( x ) + ξT( )t ⋅ C( )i ⋅ ξ ( )t .

注意到

ξT( )t ⋅ C( )i ⋅ ξ ( )t = ∑
k = 1

n ∑
l = 1

n

ξk( )t ξl( )t b( )i
kl = ε∑

k = 1

n

b( )i
kk，

其中已经用到了高斯白色噪声的性质： ξi( )t ξj( )s = 2εδi，j δ ( t - s).
定理 3（噪声对特征值的影响）    假定D = ε2 I，其中 I是单位矩阵 . 记  λ͂i是噪声系统（8）的特征值，而

λi是相应未扰动系统的特征值，并假设存在一个可逆矩阵Q，使得确定性系统在其平衡态 x s处的雅可比矩

阵 J |( )0 = ∂F ∂x
x = xs

有关系 Q-1 ⋅ J ( )0 ⋅ Q = diag (λ1，⋯，λn )，则有关系：

 λ͂i = λi + ε2∑
k = 1

n

[Q-1 ⋅ Dk ⋅ Q ]
ii
， （11）

其中 1 ≤ i ≤ n，Dk ≡ B ⋅ J ( )0 ⋅ B和 B = ( |∂Jij( )x ∂xk
x = xs )都是 n阶方阵，Jij(x)是确定性系统的雅可比矩阵

J (x) = ∂F ∂x的元素 .

关于这一定理的证明，请看附录 B. 定理 3显示出噪声强度是如何影响确定性系统特征值的 . 我们指

出：假如记G (y ) = F (y ) + εB (y )，则系统（10）在其平衡态 y s处的雅可比矩阵为 |H = ∂G ∂y
y = ys

. 若记矩阵

H的 n个特征值为 λ̄i（1 ≤ i ≤ n），则 λ̄i与λi存在某种关系，特别是 |λ̄i ε = 0 = λi. 这种关系也能够说明噪声强

度是如何影响确定性系统的特征值的 .

3 例子分析：生灭过程

众所周知，任何反应物种都会经历生灭过程 . 生灭过程的一般格式是：

∅ ¾ ®¾¾¾¾
ψ1( )t；n

X¾ ®¾¾¾¾
ψ2( )t；n ∅， （12）

其中ψ1( t；n)和ψ2( t；n)分别代表物种X产生和降解过程的等待时间分布 . 这种模型能够用来模拟许多生
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物过程，如群体演化、物种形成、基因组演化（Novozhilov et al.，2006；van Kampen，2007；Gardiner，2009）

等 . 为了得出分子记忆效果的分析结果，这里假设

ψ1( t；n) = (( )λ1( )n ℓ1 Γ ( )ℓ1 ) tℓ1 - 1e-λ1( )n t，      ψ2( t；n) = (( )λ2( )n ℓ2 Γ ( )ℓ2 ) tℓ2 - 1e-λ2( )n t，

其中 ℓ1 和 ℓ2 分别是产生过程和降解过程的记忆指标（假设为正整数）；n是反应物种X的分子数目；对于

λ1(n)，假如λ1(n)不依赖于 n（设为常数λ1，以下仅考虑这种情形），则意味着没有反馈，但假如λ1(n)依赖

于 n，则意味着有反馈（例如，基因自调控模型（Friedman et al.，2006；Grima et al.，2012；Ge et al.，2015；Cao 

et al.，2018）），而对于 λ2(n)，设它为马氏情形时的反应倾向函数，即设 λ2(n) = nλ2，其中 λ2 为常数 . 若

ℓ1 = 1和ℓ2 = 1，则反应网络（1）退化到普通的生灭过程 .

对于 λ1(n) = λ1 和 λ2(n) = nλ2，为清楚起见，这里仅考虑 3 种特殊情形：（I） ℓ1 = 1，ℓ2 = 1；（II）

ℓ1 > 1，ℓ2 = 1；（III） ℓ1 = 1，ℓ2 > 1. 注意到：情形（I）对应于马氏情形，即无记忆情形 . 此时，两个有效

转移率实际是反应倾向函数，且K1(n) = λ1，K2(n) = nλ2. 这样，容易求得X的静态分布：P (n) = λn

n！
e-λ，

其中λ = λ1 λ2，n = 0，1，2，⋯. 明显地，P (n)是一个泊松分布 .

对于情形（II），相应的有效转移率函数为K1(n) = nλ2( )λ1
ℓ1

( )nλ2 + λ1
ℓ1 - ( )λ1

ℓ1
，K2(n) = nλ2. K1(n)的表达式表

明：尽管原系统没有反馈，但分子记忆诱导了反馈，例如，假如 ℓ1 = 2（非马氏情形），则 K1(n) =
( )λ1

2 ( )nλ2 + 2λ1 ，即分子记忆诱导了负反馈（因为在马氏情形（即 ℓ1 = 1），反应倾向函数为 a1(n) = λ1，它

与 n无关），这是一个有趣的结果 . 不难显示出，相应于情形（II）的静态分布为：P (n) = P (0)∏
i = 1

n K1( )i - 1
K2( )i ，

其中P (0)由概率的保守性条件∑
n = 0

+∞
P ( )n = 1决定 . 把K1(n)和K2(n)的表达式代入得

P (n) = 1
n！

P ( )0 λnℓ1

( )1 + a1 n
⋯( )1 + aℓ1 - 1

n

，

其中 λ = λ1 λ2，符号 (c) n 的定义为 (c) n = c (c + 1)⋯(c + n - 1)，ℓ1 - 1 个常数 a1，⋯，aℓ1 - 1 由恒等式：

( x + a1 )⋯( x + aℓ1 - 1 ) ≡ ( x + λ) ℓ1 - 1 + x ( x + λ) ℓ1 - 2 + ⋯ + λℓ1 - 1（对任意的 x）决定 . 完全类似地，可给出情形

（III）的分析结果 .

4 结论与简单讨论

首先，本文已经建立了一般的马氏反应网络（1）和一般的非马氏反应网络（5）的 4种数学模型：化学主

方程，福克-普朗克方程，朗之万方程和确定性方程 . 其中，化学主方程相对而言最为精确，其它 3种方程

都是近似的 . 这些建模方法具有宽广的应用前景，特别是，这些建模方法并不限于生物分子网络，还可应

用于其它学科领域的微观或宏观网络系统的数学建模 . 特别是，这里建立的模型和分析结果能够用于基于

实验数据的统计推断（Luo et al.，2023）. 其次，给出反应网络中反应物种方差的计算公式，即线性噪声逼近

定理，以及分析地显示：小噪声是如何影响确定性系统的平衡态和特征值，即上面的定理2和定理3. 这种

实用的分析结果也具有宽广的应用前景 .

尽管 4种建模方法具有一般性，但是一个自然的问题是：对于具有实际背景的给定网络，究竟采用哪

种建模方法比较合理？一般的原则是：对于反应物种数目较少的网络（如基因表达调控系统（周天寿， 

2019）），可采用化学主方程；对于反应物种数目中等的网络，可采用福克-普朗克方程或朗之万方程建模；

对于反应物种数目很大的网络，才采用确定性方程建模 . 需要指出的是：对于生化反应系统，无论采用哪

种方法建模，噪声是个不可忽视的因素，特别是在噪声能够诱导系统新行为的情形 .

尽管我们已经建立了与噪声有关的定理 1到定理 3，但是噪声源及其功能是个复杂问题 . 本文中考虑
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的噪声可以认为是总噪声，这种噪声实际是由生物分子过程的成分噪声构成的 . 搞清楚噪声源涉及噪声分

解问题 . 此外，一种可能的情形是：总噪声不能诱导系统的新行为，但某些成分噪声能够诱导系统的新行

为 . 由于这些方面的讨论超出了本文的研究范围，因此省略 .

化学主方程的求解是一项挑战，一般很难求得分析解，仅能依靠数值模拟 . 最为常用的数值方法是

Gillespie随机模拟方法（Gillespie，1976），但这里不对这种数值方法做具体介绍 .

最后，我们指出：尽管已经导出主动CTRW意义下（即反应等待时间在状态转移过程中需要重设）非

马氏反应网络的 4种数学模型，但是并没有解决被动CTRW意义下（即反应等待时间在状态转移过程中不

能重设）非马氏反应网络（如排队论系统）的数学建模这一长期未解决的问题 .

附录A: 定理1的证明
相应于方程（8）在平衡态处的线性化方程为：

dyidt = ∑
j = 1

N

aij yj + ηi( t)，
其中 yi = xi - xi ≈ xi - xsi，ηi( )t = 0，ηi( )t ηj( )s =dijδ (t- s). 相应的福克-普朗克方程为：

∂P ( )y；t
∂t = - ∑

k，l = 1

N

akl
∂ ( )ykP ( )y；t

∂yk + ∑
k，l = 1

N dkl2
∂2P ( )y；t

∂yk∂yl .

在上述方程两边同时乘以 yi yj并取平均得：

d yi yj
dt = ∑

k = 1

N

aik yk yj + ∑
k = 1

N

ajk yi yk + dij .
它可以改写为下列矩阵微分方程：

dC
dt = AC + CAT + D.

由此，证明了线性噪声逼近定理 .

附录B: 定理3的证明

假如x s是对应于系统（8）的确定性系统的平衡态，那么相应的线性化方程为：

dxpdt = J ( )0 ⋅ xp， （12）

其中 J ( )0 = |∂f ∂x
x = xs

是确定性系统
dx
dt = f (x )在其平衡态 x s处的雅可比矩阵， xp代表与平衡态的偏离 . 由于

噪声的影响并假设ε很小，因此对系统（12），可设x = x s + xp + εξ. 若记 J = |∂f ∂x
x = xs + εξ

，那么 J它一般是静态噪

声 ξ的非线性函数（Scott et al.，2007）. 为了讨论的方便并不失一般性，假设
dξ ( )t
dt = d ξ ( )tdt = 0. 当 ε趋于

零时（或系统的体积充分大时），则有近似：

J ≈ |J
ε → 0 + ε ( |

|
||||∂J

∂ε
ε → 0 ) ≡ J (0) + εJ (1)( t)，

其中 J ( 0 )是一个常数矩阵（即不依赖于时间 t），即确定性ODE系统在平衡态处的雅可比矩阵，而 J (1 )(t )在原

理上是随机变量 ξ (t )的函数 . 一般地，我们假设 J ( 0 )≫ εJ (1 )(t ). 在这种假设下，为了获得x s的真实稳定性条

件，我们自然地考虑线性化方程（即稳定性方程）：

dxpdt = [ J (0) + εJ (1) ] ⋅ xp .
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注意到 J (1 )(t )可能与xp之间存在关联，而且这种关联可能是复杂的（依赖于函数 f (x )）. 假如采用Bourret近

似模式（Bourret，1962，1965），即假设 J ( )1 ( )t ⋅xp( )t = ε∫
0

t

Jc(t- τ ) ⋅ xp( )τ dτ. 在此假设下，有

d xp( )t
dt = J (0) ⋅ xp( )t + ε2∫0

t

Jc( )t - τ ⋅ xp( )τ dτ， （13）

其中 Jc(t- τ ) = J (1 )( )t ⋅ exp ( )J ( 0 )( )t- τ ⋅ J (1 )( )τ 是随机涨落关于时间的自关联矩阵，exp (J ( 0 )(t- τ ) )是常数矩

阵 J ( 0 )的指数函数 . 方程（13）的解可通过拉普拉斯变换求得 . 事实上，有

x͂p( )s = [ sI - J (0) - ε2 J͂c( s) ]
-1

xp( )0 ，

其中 J͂c( s) =∫
0

∞

Jc( )t e-stdt是函数 Jc(t )的拉普拉斯变换 . 再通过拉普拉斯的逆变换，可给出xp(t )的分析表达 . 

注意到：上述扰动模式 xp( )t 是渐近稳定的充分且必要条件是代数方程

det [ λ̄I - J (0) - ε2 J͂c( λ̄) ] = 0
的根 λ′都是负实部的 . 进一步，假如存在可逆矩阵Q，使得Q-1J ( 0 )Q = diag (λ1，⋯，λn)（对角矩阵），其中 λi是

未扰动系统的特征值，那么有

λ̄i = λi + ε2[Q-1 J͂c(λi )Q ]
ii
，

其中符号[A]
ii
代表矩阵A的第 i个对角元素 . 此时，可获得短时间内的李雅谱诺夫（Lyapunov）平均指数 λ

的近似表达：

lim
t → 0 ln | x ( )t - x s | ≈ λ t + const.

注意到 J ( )1 (t ) = |

|

|
||
|
|
|∂J ( )x s+ εξ ( )t

∂ε
ε=0

=∑
k=1

n |

|
|
||
|∂J ( )x

∂xk
x= xs

ξk(t )， 其中 J (x ) = ( Jij(x ) ) = ∂f ( )x
∂x 是雅可比矩阵 . 又利

用对噪声强度是很小的假设， 并不困难地显示出 Ĵc( s) =∑
k=1

n

Dk， 其中Dk =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê( |

|
|
||
|∂Jij( )x

∂xk
x= xs

) ⋅ J ( )0 ⋅ ( |

|
|
||
|∂Jij( )x

∂xk
x= xs

) ùûúúúúúú
以及其中的 ( |

|
|
||
|∂Jij( )x

∂xk
x= xs

)都是n阶矩阵，1 ≤ k≤ n.
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